К задаче вращения ротора двигателя ограниченной мощности на упругом основании
Гордеев Б.А., Ковригин Д.А., Леонтьева А.В.

НФ ИМАШ РАН

Аннотация

Изучается классическая задача срыва колебаний упругой балки при значении критической угловой скорости вращения, закреплённого на ней ротора асинхронного двигателя ограниченной мощности. Взаимодействие колебаний упругого основания и вращения ротора осуществляется за счёт неуравновешенной массы и приводит к появлению, характерной для нелинейных систем, частотно-амплитудной зависимости, если даже упругая характеристика балки линейна. С ростом меры диссипации энергии колебаний явление срыва колебаний может исчезает. Последнее обстоятельство указывает на эффективность использования демпферов для стабилизации динамики электромеханической системы. 

Введение

Явление срыва колебаний упругой балки, при сканировании угловой скорости, закрепленного на ней, асинхронного двигателя получило в технике название эффекта Зоммерфельда [1-9], который, будучи классическим представителем явления неустойчивости колебаний электромеханических систем, является сегодня предметом лабораторных работ студентов практически всех механических специальностей. Этот эффект проявляется в том, что нисходящая ветвь резонансных колебаний не реализуется на практике. Физическое толкование эффекта весьма просто – двигатель ограниченной мощности не всегда в состоянии поддерживать заданную амплитуду стационарных колебаний балки. При детальных измерениях выясняется, что частота колебаний балки, при которых происходит срыв колебаний, несколько выше той, что предсказывается линейной теорией. Отсюда следует весьма разумный физический довод – при нарастании колебаний балки сказывается, к примеру, геометрическая нелинейность её упругой характеристики, а это приводит к так называемому явлению «затягивания» колебаний. Однако, как показывает более строгий расчёт, динамические явления, связанные с эффектом Зоммерфельда оказываются более тонкой природы. Если трактовать этот эффект, как типичный случай резонанса в нелинейной системе, то можно прийти к весьма прозрачному выводу, что появление характерной для нелинейных систем частотно-амплитудной зависимости, вовсе не обязано геометрической нелинейности упругой характеристики балки. Эта зависимость появляется благодаря нелинейным взаимодействиям колебаний балки и вращения ротора двигателя, даже тогда, когда упругая характеристика балки моделируется как линейная. 

Последнее обстоятельство привлекает более пристальный интерес к такому замечательному явлению, как эффект Зоммерфельда, предметом которого и является настоящая работа. 
Уравнения движения

Уравнения вращения ротора на подвижном основании таковы [1-6] 
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где 
[image: image3.wmf]m

 – масса платформы с одной степенью свободы, характеризуемой линейным горизонтальным смещением 
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, 
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 – коэффициент упругости платформы, связанной с неподвижным фундаментом, 
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 – коэффициент диссипации энергии колебаний фундамента, 
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 – масса эксцентрика, 
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 – радиус инерции эксцентрика (эксцентриситет), 
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 – момент инерции ротора в отсутствие дисбаланса, 
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 – движущий момент, 
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 – момент сил сопротивления вращению ротора. На платформе установлен один асинхронный двигатель (неуравновешенный ротор), ось вращения которого перпендикулярна направлению колебаний. Угол поворота ротора 
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 отсчитывается против хода часовой стрелки. Допустим, что моментная характеристика двигателя и момент сопротивления имеют простейший линеаризованный вид 
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. Здесь 
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 – пусковой момент, 
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 – коэффициент, характеризующий угловую скорость вращения ротора, 
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, без нагрузки, 
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 – коэффициент сопротивления вращению. Тогда уравнения движения перепишутся в виде

(2)
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После введения безразмерных переменных исходные уравнения приводятся к следующему виду

(3)
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где 
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 – малый параметр. Введены новые обозначения: 
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 – частота колебаний платформы в отсутствие двигателя, 
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 – новая безразмерная линейная координата, измеряемая в долях радиуса инерции эксцентрика, 
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– безразмерный коэффициент диссипации энергии. Дифференцирование в уравнениях (3), в отличие от системы исходных уравнений, теперь осуществляется по безразмерному времени 
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Система (1) приводится к нормализованной в линейной части форме. Сначала уравнения записываются в виде системы четырех уравнений первого порядка

(4)
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Затем вводятся полярные координаты 
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. Уравнения, соответственно, приобретают вид 

(5)
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Теперь в системе (5) осуществляется замена переменной 
[image: image33.wmf]j

 на переменную 
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:
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Тогда уравнения примут вид почти стандартной системы уравнений 

(6)
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Здесь 
[image: image37.wmf]a
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 – парциальная угловая скорость ротора. Полученная система уравнений полностью эквивалентна исходным уравнениям. Она не представляет стандартную форму, разрешенную относительно старших производных [10], но в таком виде наиболее пригодна для качественного исследования стационарных режимов движения настоящей задачи, ввиду явного присутствия обобщенных скоростей в правых частях уравнений. 

Резонанс

Исследуется явление резонанса в динамической системе (6). Пусть 
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, тогда уравнения (6) примут вид 
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. Эта система имеет простое решение 
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где 
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 - константы интегрирования. Теперь решение (7) подставляется в правые части уравнений (6). Затем вычеркиваются все члены порядка 
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 и старше. Осуществляется осреднение правых частей по периоду быстровращающихся фаз. В задаче (6) быстрыми переменными являются углы 
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 и 
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. Соответственно, медленными – переменные 
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 и 
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. Среднее произвольной функции 
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 подсчитывается так 
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Теперь среднее 
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 исследуется на наличие скачков функции при плавном изменении параметров, каковыми являются парциальная частота колебаний фундамента, равная единице, и парциальная угловая скорость вращения ротора двигателя 
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. Сканировать параметр 
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 легче прочих. Нетрудно убедиться, что скачок среднего имеет место при значении 
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Уравнения медленных движений

В том случае, когда система далека от резонанса, т.е. 
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, уравнения (6) можно легко разрешить, пользуясь методом возмущений. Такое решение будет, с точностью до малых слагаемых порядка 
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, аналогично решению (7). Однако, в резонансном случае, т.е. когда 
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, решение первого нелинейного приближения по малому параметру 
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, полученное методом Пуанкаре, будет содержать так называемые секулярные слагаемые, которые появляются из-за известной проблемы малых знаменателей. Для устранения подобных сложностей обычно используют следующий приём. Коль скоро 
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 и 
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 меняются быстро, но примерно с одинаковым темпом, то естественно ввести новую медленную обобщенную фазу
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 – также есть малая вариация угловой скорости. Тогда, после процедуры осреднения исходных уравнений по быстровращающейся фазе, к примеру, по переменной 
[image: image68.wmf]a

, останутся лишь уравнения для медленных переменных, свободные от секулярности. Такие уравнения называют эволюционными или, просто, укороченными уравнениями. В случае системы (6) укороченные уравнения принимают вид 
(8)
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где 
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 - малая частотная расстройка, 
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 - обобщенная фаза. Заметим, что для задачи осреднения уравнение для быстрой переменной достаточно записать в виде 
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Стационарные колебания в отсутствие диссипации энергии

Теперь из условия стационарности движения, 
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, разыскиваются стационарные режимы колебаний, когда 
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. Решение, отвечающее этим режимам, таково 
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Это решение описывает типичную резонансную кривую, когда 
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. Знак плюс перед единицей выбирается, когда 
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. Это решение можно прочесть и в несколько иной эквивалентной форме: 
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Следующий этап исследования состоит в изучении свойств устойчивости стационарных решений. Для решения этой задачи составляется уравнения в возмущениях. Процедура вывода этих уравнений такова – вначале осуществляется следующая замена переменных 
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где 
[image: image82.wmf]D

W

=

2

2

0

m

r

 – стационарное значение амплитуды колебаний фундамента. После замены переменных уравнения в возмущениях примут вид
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Для решения вопроса устойчивости по Ляпунову теперь необходимо сформулировать проблему собственных значений, определяемых из следующего кубического многочлена, неявно представленного в виде определителя третьего порядка 
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Теперь для исследования устойчивости и отыскания областей параметров устойчивости можно воспользоваться одним из широко известных критериев, к примеру, критерием Гурвица. Изучение свойств этого кубического уравнения не представляет никакого труда. Результат таков – нисходящая ветвь резонансной кривой, когда 
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, не реализуется из-за неустойчивости, связанной с тем, что двигатель ограниченной мощности не в состоянии поддерживать стационарные колебания упругого основания. Этот результат отвечает известной парадигме, связанной с так называемым эффектом Зоммерфельда. 


Формально, стационарное решение вновь обретает устойчивость, когда 
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. Однако, этот диапазон угловой скорости далеко лежит за пределами точности первого нелинейного приближения. 
Стационарные колебания с демпфером

Учёт эффекта, пусть даже весьма малой диссипации энергии упругого основания приводит к существенному изменению поведения динамической системы (2). В зависимости от величин параметров уравнений (2) при малом демпфировании могут наблюдаться гистерезисные колебания, возникающие при сканировании параметра расстройки 
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. Если же диссипация достаточно велика, то реализуются весьма простые устойчивые стационарные движения. 

Из условия 
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, разыскиваются стационарные режимы колебаний 
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, когда 
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. Уравнения, отвечающие этим режимам, таковы 
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При малом демпфировании решения этих уравнений описывает типичную неоднозначную частотно-амплитудную зависимость 
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, которую удобно определить, параметрическим способом, разрешив систему (10) относительно фазы 
[image: image97.wmf]0

F

. В окрестности резонанса 
[image: image98.wmf]1

=

W

 (
[image: image99.wmf]0

=

D

), при заданных конкретных параметрах задачи: 
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, график этой кривой представлен на рис. 1. Соответственно, зависимость приращения фазы приведена на рис. 2.
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Рис. 1. Частотно-амплитудная зависимость 
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Рис. 2. График приращения угловой скорости 
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Для исследования задачи устойчивости стационарных решений составляется уравнения в возмущениях и формулируется проблема собственных значений, которая приводит к характеристическому кубическому полиному 
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с коэффициентами
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Теперь для исследования устойчивости и отыскания областей параметров устойчивости используется критерий Рауса-Гурвица, который гласит, что для устойчивости движения необходимо и достаточно выполнение условия положительности следующих чисел: 
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. Это условие нарушается на частотно-амплитудной характеристике в области сканирования параметра 
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, расположенной между точками A и C. Характерные точки A и B находятся из традиционного условия обращения в бесконечность производной функции 
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. Точка C появляется при возникновении кратных и нулевых корней характеристического уравнения 
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, когда определители критерия Рауса-Гурвица обращаются в ноль, точнее, когда 
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. При прямом сканировании параметра 
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, с возрастанием угловой скорости двигателя, наблюдается «затягивание» колебаний, вплоть до точки A. Затем верхняя ветвь резонансной кривой теряет устойчивость, и устанавливаются стационарные колебания меньшей амплитуды на нижней устойчивой ветви. При обратном сканировании угловой скорости двигателя в точке C, в свою очередь, наблюдается потеря устойчивости стационарных колебаний на нижней ветви и происходит скачок к устойчивым колебаниям с большей амплитудой на верхней ветви резонансной кривой. Точка B, по-видимому, представляет физически нереализуемый режим колебаний. 

Однако с ростом коэффициента диссипации зона неустойчивости сужается. Затем частотно-амплитудная характеристика превращается в однозначную, а область неустойчивости полностью вырождается. При этом эффект Зоммерфельда также исчезает. 
Выводы
Вблизи резонанса на ротор двигателя существенное влияние оказывает сил момент, действующий со стороны колеблющейся балки с демпфером. Среднее значение этого момента оказывается знакоопределённой величиной пропорциональной амплитуде колебаний балки. Поэтому вблизи резонанса проявляется некоторый рост угловой скорости двигателя, что приводит к явлению «затягивания» колебаний, несмотря на то, что упругая характеристика балки линейна. С ростом диссипации зона неустойчивости Зоммерфельда сужается, вплоть до полного её исчезновения. Это приводит к идее эффективности использования гидроопор для стабилизации движения электромеханической системы. 
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� Следует отметить, что коэффициенты характеристического полинома рассчитаны с несколько завышенной для первого приближения точностью, что, собственно, легко доказывает разложение в ряд по малому параметру. Однако коэффициенты в усечённом виде таковы, что опять-таки приводят к трансцендентным уравнениям. Поэтому ценность таких асимптотик оказывается невелика.
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